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Resumen

La geometria plana ha sido una de las dreas matemaéticas mds estudiadas a lo largo de la
historia. En este trabajo se trata el conjunto de puntos que es posible construir mediante
la regla y el compads, para extenderlo al conjunto construible si ademdés anadimos aquellos
puntos que se pueden obtener como interseccion de cénicas. Por un lado, estos conjun-
tos se estudiardn mediante técnicas geométricas, lo que nos permitird interpretar el uso de
sus puntos para la elaboracién de construcciones en el plano. Por otro, caracterizaremos
los puntos construibles con interseccion de conicas mediante extensiones algebraicas, don-
de destacaremos el uso de la teoria de Galois. Finalmente, veremos algunas aplicaciones
a problemas histéricos como son la construccion de poligonos regulares, la resolucién de
ecuaciones polinomiales o la duplicacién del cubo. Los ejemplos y figuras los ilustraremos
con construcciones en GeoGebra. Se ha creado un repositorio en GitHub que contiene todas
estas construcciones.

Palabras clave: Reglay Compds, Cénicas, Punto construible, Extensiones algebraicas, Teo-
ria de Galois, Geogebra, Ecuacién polinomial.
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Introduccion

La construccién de figuras geométricas en el plano mediante el uso de ttiles, como la
regla o el compds, ha sido uno de los problemas que la matemética ha estudiado a lo largo
de la historia. Los primeros tratados sobre construcciones en el plano se remontan a la anti-
gua Grecia. En ellos algunos matematicos describieron diversos procesos para el trazado de
elementos y figuras geométricas, como pueden ser la bisectriz o algunos poligonos regulares.

Los griegos conocian métodos para sumar, multiplicar o calcular raices cuadradas de
puntos en el plano utilizando tan solo regla y compés.

Figura 1: Duplicacion del cubo.

Trataron de encontrar solucién a otros problemas como la duplicacién del cubo, me-
diante el uso exclusivo de regla y compds. No lo consiguieron, lo cual es l6gico puesto que
mads adelante se demostré que es imposible. En su afan por resolver éste y otros problemas
imposibles con dichas herramientas, elaboraron algunos procedimientos que conseguian
resolverlos afiadiendo el uso de conicas como elementos auxiliares. Destacamos dos resul-
tados que datan de alrededor del 350 a.C. el célculo de raices ctibicas reales (Menecmo) y la
triseccion del dngulo (Pappus), los cuales serdn fundamentales en el desarrollo del trabajo.

Entre las figuras griegas mas destacables en el estudio de las conicas tenemos a Apolonio
(262 a.C.). Fue el primero en dar nombre a la elipse, la pardbola y la hipérbola. Sus trabajos
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sobre geometria abarcan secciones conicas, curvas planas, secciones en un drea dada, entre
otros. Tal fue su obra que se le conoci6 con el sobrenombre de El Gran Geémetra. Por su
parte, Arquimedes (287 a.C) fue un conocido fisico y matemadtico; estudié el volumen y la
superficie de la esfera y el cilindro entre otros. Ademads elabor6 resultados sobre el estudio
de las conicas de Apolonio y su uso para resolver otros problemas, entre los que destacamos
el corte de una esfera mediante un plano de manera que los volimenes de los casquetes que
surgen guarden una proporcion dada. Arquimedes logré reducirlo a la resolucion de una
cubica mediante el célculo de la interseccién entre una pardbola y una hipérbola, conve-
nientemente construidas.

Maés adelante, cabe destacar a dos persas que hicieron importantes aportaciones sobre el
uso de cénicas. En primer lugar, Al-Kuhi (940 d.C.), un matematico y astrénomo que estudi6
algunos de los problemas tratados por Arquimedes o Apolonio relacionados con ecuaciones
de grado mayor que dos. Por otro lado, se le considera el autor de la primera descripcién so-
bre un instrumento capaz de trazar todo tipo de cénicas. En segundo lugar, tenemos a Omar

Figura 2: Instrumento para la construccién de conicas.

Khayyam (1048 d.C.), que también destac6 por sus aportaciones al campo de la geometria.
En particular, utiliz6 las conicas para resolver ecuaciones cubicas, de tal forma que se le con-
sidera el primer matematico en realizar un estudio sistemdtico y completo sobre el célculo
de soluciones positivas para ecuaciones cubicas.

Tenemos que esperar hasta el siglo XVIII, para observar nuevos resultados significati-
vos. Gauss trat6 la construccion de poligonos regulares; estableciendo un criterio suficiente
de constructibilidad y desarroll6 la construccion del poligono regular de 17 lados. En el si-
glo XIX, Pierre Wantzel demostro6 la imposibilidad de duplicar el cubo con regla y compés,
basdndose en la imposibilidad de calcular raices cibicas de distancias con regla y compas.
Ademads, demostr6 que el criterio de Gauss no solo era suficiente si no que también necesa-
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rio. Por otro lado, en ésta época Lindemann demostr6 la trascendencia de 7 lo que, con los
resultados ya conocidos entonces, implicaba la imposibilidad de resolver la cuadratura del
circulo. En cuanto a los avances en el estudio de las conicas tenemos que Kepler (1571 d.C.)
fue el primero en utilizar el término foco. Desargues (1591 d.C.) y Pascal (1623 d.C.) comen-
zaron a tratar las conicas desde un punto de vista proyectivo, sin estar esta geometria atin
desarrollada en la época, mientras que otros como Johan de Witt (1625 d.C.) inventaron el
término directriz.

Entre los estudios més recientes sobre las conicas y su uso en las construcciones geo-
meétricas, destaca el realizado por Carlos R. Videla [11]. En el podemos encontrar la carac-
terizacion algebraica de los puntos que se pueden obtener intersecdndolas. En el trabajo se
recogerdn estos resultados y se utilizaran para la resolucion de algunos problemas geomé-
tricos.

Construcciones dinamicas en Geogebra

A lo largo del trabajo estudiaremos problemas geométricos que se resuelven median-
te el uso de diversas herramientas como la regla, el compés y las cénicas. Con intencién
de ilustrar y explicar con mayor claridad los procedimientos de resolucion, hemos incluido
imdagenes disefiadas mediante Geogebra, que describen por pasos la resolucién de dichos
problemas.

Ademas, se ha creado una pagina web donde podemos acceder a los applets de las cons-
trucciones mas relevantes que expondremos en la memoria. De manera que el lector tendra
la posibilidad de visualizar los archivos Geogebra e interactuar con ellos, modificando al-
gunos de sus elementos y observando como varian las construcciones y que propiedades se
mantieneny cuales no. El enlace a dicha pagina esta disponible pinchando sobre la siguiente
imagen.

Puntos que son intersecciéon de cénicas

Igualmente, a lo largo de la memoria podemos pinchar en la descripcién de algunas figuras
para acceder a su applet correspondiente.


https://pedritomelenas.github.io/construcciones-conicas/
https://pedritomelenas.github.io/construcciones-conicas/

Capitulo 1

Construcciones con regla y compas

Como hemos mencionado anteriormente las construcciones con regla y compas han si-
do estudiadas desde la antigiiedad, ya los griegos intentaron resolver algunos problemas
mediante el uso de éstas herramientas. La pregunta natural que surge es: ;qué puntos so-
mos capaces de construir con una regla no graduada y un compas? Teniendo en cuenta que
la utilidad de la regla es la de trazar rectas dados dos puntos en el plano, mientras que el
compas se utiliza de manera que dada una distancia y un punto podemos trazar una circun-
ferencia con centro dicho punto y radio la distancia.

Para formalizar el tipo de construcciones que podemos realizar mediante estas herra-
mientas, estableceremos axiomas sobre los que asentaremos la teoria. Lo desarrollado a con-
tinuacién lo podemos encontrar en detalle en [6, Capitulo 10] y en [9]. La idea fundamental
es que partimos de una serie de puntos dados y a partir de ellos vamos construyendo los
demds, siguiendo estas normas:

= C1 - Dados dos puntos distintos Ay B podemos trazar la recta L que los contiene.

= (2 - Dados dos puntos distintos Ay B, sea C un punto dado, podemos trazar la circun-
ferencia S de centro C de radio la distancia entre Ay B.

En el uso de éstas surgen nuevos puntos como interseccion de las rectas y circunferencias
construidas:

= P1 - El punto de interseccion de dos rectas L y Lo.
= P2 - Los puntos de interseccion de una recta Ly una circunferencia S.

= P3 - Los puntos de interseccion de dos circunferencias S; y S».
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Alo largo del trabajo indentificaremos los puntos (x, y) € R? con los ntimeros complejos
z € C de la siguiente forma: (x, y) = x + yi = z (Ejemplos: (1,0) = 1, (0,1) = i). Los trataremos
indistintamente, lo que nos permitird usar la estructura algebraica C para nuestro objetivo.

Definicién 1.1. Un punto z € C se dice construible si existe una secuencia finita de pasos uti-
lizando: C1, C2, P1, P2y P3, tal que a partir del los puntos 0 y 1 construimos z. El conjunto de
puntos construibles lo denotaremos por C.

S

Figura 1.1: Reglas de construccién.

A continuacién, veremos que este conjunto tiene estructura de cuerpo para las opera-
ciones de suma y producto definidas en C, las cuales se pueden definir de forma geométrica
mediante el uso de regla y compas. Para ello enunciaremos los siguientes resultados.

Lema 1.2. El conjunto C es cerrado para la suma.

Prueba. Dados dos puntos A, B € C podemos calcular su suma hallando su punto medio y
reflejando O = (0,0), como se muestra en la Figura 1.2. O

Figura 1.2: Sumade Ay B.
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Lema 1.3. El conjunto C es cerrado para el opuesto.

Prueba. Sea A € C basta con trazar la circunferencia de centro O que pasa por Ay la recta
que pasa por ambos puntos, dichas construcciones se intersecan en Ay en su opuesto. [

Figura 1.3: Opuesto de A.

Lema 1.4. El conjunto C NR es cerrado para el producto.

Prueba. Dados dos ntmero reales Ay B construibles podemos construir su producto; en
primer lugar trazamos el punto Ay el punto Bi, después la recta que pasa por Ay por i y
finalmente la paralela a ésta que pasa por Bi. La interseccion de ésta recta y el eje x sera el
producto A- B. La demostracion se basa en la congruencia de los tridngulos que se forman.

O

Figura 1.4: Producto de A por B ntimeros reales.

Lema 1.5. El conjunto CNR es cerrado para el inverso.

Prueba. Dado el nimero A € CNR construimos Ai, después la recta que pasapor Aiyly
finalmente la paralela a dicha recta que pasa por i cuya interseccion con el eje x nos daré el
inverso de A, como se aprecia en la Figura 1.5. De nuevo la demostracién viene dada por la
congruencia de los tridngulos que se forman. O



Figura 1.5: Inverso de A€ R.

Lema 1.6. Dado un punto z = a+ bi € C este es constructible si y solo sia y b lo son.

Prueba. Tenemos que si z € C entonces podemos trazar rectas paralelas a los ejes, la que in-
terseca al eje x nos proporcionard a, mientras que la que interseca al eje y nos proporcionara
bi, a partir del cual podemos construir b mediante el uso del compas.

Figural1.6:a,byz=a+ bi.

Reciprocamente si a y b son construibles podemos construir z mediante el proceso in-
Verso. -

Utilizando el resultado anterior probaremos que el producto y el inverso son construibles
para todo elemento de C.

Lema 1.7. El conjunto C es cerrado para el producto.
Prueba. Sean z; = a+ bi,z, = c+di € C. Tenemos que su producto en C esta definido como
Z1-2p=ac—bd+ (ad + bo)i,

donde parte real e imaginaria son constructibles, lo que implica que z; z» tambiénloes. O
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Lema 1.8. El conjunto C es cerrado para el inverso.

Prueba. Sean z, = a+ bi € C tenemos que su inverso en C esta definido como

1 1 1 a—bi_ a -b

= - = , - = + i
zy a+bi a+bia-bi a’+b® a’+b?’

donde parte real e imaginaria son constructibles, lo que implica que z; también lo es. O

Corolario 1.9. El conjunto de puntos construibles con regla’y compds C es un subcuerpo de C.

Construcciones basicas con regla y compas

Tras la formalizacion del proceso de construccién, haremos un breve repaso de las cons-
trucciones bdsicas que se pueden realizar con regla y compds paso a paso, incluyendo la
definicion geométrica de las operaciones que propician la estructura algebraica de cuerpo

para C.
N1

A

Figura 1.7: Conjugado de A,

Figura 1.8: mediatriz de AB,
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Figura 1.11: paralela a una recta L por un punto dado,

Figura 1.12: raiz cuadrada de A€ R.
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Caracterizacion algebraica

Una vez definido el conjunto C de puntos construibles, recapitularemos una serie de
resultados sobre su estructura desde el punto de vista algebraico [6]. Estos nos permitirdn
determinar cuando un punto z € C es 0 no constructible.

Teorema 1.10. Sea z € C, tenemos que z € C siy sélo si existen los subcuerpos:
Q=FycFc---cF,_1cF,cC,

talqueze F, y[F;:Fi11=2paral <i<n.

Corolario 1.11. El conjunto C es el menor subcuerpo cerrado bajo raices cuadradas.

Corolario 1.12. Sea z € C entonces [Q(z) : Q] = 2™ para algtin m € N. Luego todo punto cons-
truible con regla y compds es algebraico sobre Q y el grado de su polinomio minimo sobre Q) es
una potencia de 2.

Teorema 1.13. Sea z € C algebraico sobre Q y L el cuerpo de descomposicion de z sobre Q,
entonces z € C siy solo si [L: Q] es una potencia de 2.

Construccion de poligonos regulares

En primer lugar, debemos tener en cuenta que no todos los poligonos regulares son cons-
truibles. Determinar si el n-poligono regular lo es o no, es equivalente a determinar si lo es
la n-ésima raiz primitiva de la unidad ¢, = e*” iln A continuacion, presentamos un resultado
que determina qué poligonos regulares son construibles, previamente definimos el concep-
to de primo de Fermat y la funcién ¢ de Euler.

Definicién 1.14. Un niimero primo se dice de Fermat cuando se puede escribir como 2% + 1
para algtin enteror = 0.

Definicion 1.15. Se conoce como funcion ¢ de Euler a aquella funcién tal que a cada niimero
natural n le asocia la cantidad de natuales menores o iguales a n y coprimos con n,

dn)=l{meN:m<nAmcd(n,m)=1}|.

Dicha funcién cumple que:

= (1) =1.

= $p(pF) = (p—1)p*'si p es primo y k natural.
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» p(mn) =¢p(m)¢p(n) si my nson primos entre si.

Teorema 1.16. Un n-poligono regular puede ser construido con regla y compds si y sélo si la
descomposicion de n en primos es:

nzzs.pl...pm’

para unos enteros s, m =0y p; primos de Fermat.

Prueba. Tenemos que la extension Q(¢,,)/Q es de Galois por lo que {, es construible siy solo
si [Q((r) : Q] = ¢(n) es una potencia de 2. Sabemos que si la factorizacién en primos de n es
g;'---gs* el valor de su funcién de Euler es:

o) =g g -1 g2 g5 - D),

para que ¢(n) sea una potencia de 2 debe ocurrir que si ¢; esimpare; =1y g;—1 =2¥con k €
N, luego g; = 2%+ 1. Por otro lado, existe un resultado que afirma que si un primo impar es de
esta forma entonces k es una potencia de dos (ver [12]), asi podemos concluir que los primos
impares han de ser de Fermat y aparecer con multiplicidad 1 en la descomposicién. O

En la Figura 1.13 mostramos un ejemplo sencillo,

£ Cy

Ly

Figura 1.13: Construccién del tridngulo regular con regla y compés.
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Algunas construcciones imposibles con regla y compas

Existen algunos problemas geométricos conocidos a lo largo de la historia por no ha-
berse encontrado solucién mediante el uso de regla y compaés. A continuacién enumeramos
construcciones imposibles de realizar con estas herramientas.

= Duplicacién del cubo: resolver este problema es equivalente a construir la distancia
v/2, pero x3—2 es su polinomio minimo sobre @, 1o que unido al Corolario 1.12, implica
que no podemos construir v/2, y en consecuencia no podemos duplicar el cubo.

= Triseccion del dngulo: este problema se puede resolver mediante regla y compdés en
algunos casos particulares, pero es imposible plantear un procedimiento general para
un dngulo cualquiera. Veamos que no se puede en el caso del dangulo de 120°. Supon-
gamos que podemos trisecarlo, como 120 es construible pues es el argumento de (3
cuya construcciéon podemos ver en la Figura 1.13, entonces podemos construir el dn-
gulo de 40° el cual nos permite encontrar {g = €?**/% (como interseccién de la circun-
ferencia unidad y dicho dngulo situado sobre el origen). Por otro lado tenemos que

W —1=0D3Pg = (x— D2 +x+ D+ 3 +1),
donde @ = (x% + x° + 1) es el polinomio minimo de {y = e***/% cuyo grado no es po-
tencia de 2, lo que utilizando el Corolario 1.12 implica que es absurdo suponer que
podemos trisecar el angulo 120° con regla y compads. En el Capitulo 3 veremos como
éste angulo se triseca mediante una hipérbola para la construccion del enedgono re-
gular, Figura 3.11.

» Cuadratura del circulo: consiste en que dado un circulo, se pretende construir un cua-
drado cuya drea sea igual a la de dicho circulo. Si esto fuese posible implicaria que 7 es
algebraico sobre Q, y ésto es absurdo pues sabemos que 7 es trascendente.

S

Figura 1.14: Cuadratura del circulo de radio 1.



Capitulo 2

Construcciones mediante conicas

Como consecuencia de la imposibilidad de resolver ciertos problemas mediante el uso
exclusivo de regla y compds, algunos matemadticos pensaron en utilizar otras herramientas
que les permitiesen construir puntos auxiliares con los que finalmente dar solucién a aque-
llos problemas que no habian sido capaces.

A continuacién, expondremos como el uso de cénicas nos amplia la cantidad de pun-
tos construibles y es ttil para la resolucién algunos problemas ya mencionados. Para ello
repasaremos brevemente el concepto de cénica, definiremos lo que es un punto cénico-
construible y lo caracterizaremos algebraicamente. Para finalizar veremos la relacién que
tienen con los puntos origami.

2.1. Conicas elementos y propiedades

Llamamos cénica a toda curva que se construye mediante la intersecciéon de un plano y
un cono doble. Los planos de corte que no contienen al vértice generan tres tipos de conicas:
hipérbola, pardbola y elipse (no consideramos la circunferencia como cénica ya que no la
podemos definir mediante directriz y foco como veremos mds adelante). Mientras que lo
planos que contienen al vértice generan cénicas degeneradas: recta, par de rectas secantes y
punto; algunos autores no las consideran cénicas y nosotros tampoco lo haremos a lo largo
del trabajo.

Las conicas se pueden tratar desde varios puntos de vista. En el caso que nos atafie nos
interesan dos de ellos: el algebraico y el geométrico. El primero de ellos nos servird para usar
resultados y propiedades algebraicas sobre las ecuaciones que definen a las conicas. Por otro
lado, las veremos desde el punto de vista geométrico, lo que nos permitird la obtencion de
puntos con algunas propiedades derivadas de las cOnicas.

14
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Figura 2.1: Cénicas.

La interseccién cono-plano desde el punto de vista algebraico se puede ver como las
soluciones de la ecuacién que define al cono y que a la vez son soluciones de la ecuaciéon
que define el plano. De esta forma tenemos que la ecuacién general de un cono recto cuyo
vértice se encuentra en el origen es la siguiente:

ax*+bxy+cy* +dxz+eyz+ fz° =0

con a,b,c,d,e, f € R, tal que a, b y ¢ no son simultdneamente nulos, por tanto podemos
definir las cénicas como las soluciones a esta ecuacién que se encuentran en el plano z =r
para r € R. En el caso del plano z = 0, que contiene el vértice del cono, aparecen las conicas
degeneradas. Por tanto la definicién algebraica es la siguiente.

Definicién 2.1. Llamamos cénica a un conjunto W de puntos en R? tal que son ceros de un
polinomio de la forma Ax*> + Bxy+Cy?> + Dx+Ey+F con A,B,C,D,E,FeR y tal que A,B,C
no son todos nulos a la vez:

W ={(x,y) eR*: Ax* + Bxy+ Cy* + Dx+ Ey+ F = 0}.

Algunos de estos polinomios nos proporcionan, cénicas degeneradas, como ya hemos
dicho, las descartaremos a lo largo del trabajo, puesto que las rectas somos capaces de cons-
truirlas con la regla. Dado un polinomio de éstas caracteristicas podemos clasificar el ti-
po de cénica que define, si ésta no es degenerada, mediante el cdlculo de su discriminante
B%-4AC:

= B2-4AC <0, elipse,
= BZ-4AC=0, pardbola,

= B2—4AC>0, hipérbola.
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En cuanto a el enfoque geométrico, nos interesan las propiedades métricas de las conicas
y por tanto las definimos como sigue.

Definicién 2.2. Una cénica W se define como el lugar de los puntos P enR? tal que el cociente
de la distancia a un punto fijo, el foco F, y la distancia a una recta L llamada directriz es
constante, dicho cociente se denomina excentricidad y se denota por e € R,

o= ABP
dPPL)’

En funcion del valor que tome la excentricidad podemos clasificar las cénicas en tres
grupos (ver Figura 2.2):

elipse 0 < e < 1; pardbola e = 1; hipérbola 1 < e,
en el caso de la elipse y la hipérbola existen dos posibles directrices de definicién, cada una

de ellas con su correspondiente foco asociado, mientras que la pardbola se define mediante
una Unica directriz y un tnico foco.

directriz

Figura 2.2: Cénicas en funcion de e.
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Teorema de Bézout para cOnicas

El objetivo de este apartado es recordar que dadas dos conicas, a los sumo se intersecan
en cuatro puntos distintos, pues de ser mas tendriamos que ambas cénicas coincidirian en
todos sus puntos. La forma natural de plantear este resultado es desde la geometria proyec-
tiva [7].

Definicién 2.3. Definimos el plano proyectivo complejo P(C?) como el conjunto de clases
de equivalencia en A3(C)\{0} tales que dos puntos son equivalentes si y solo si (x1,y1,21) =
M2, V2, 22) para algun A € C. A cada una de esas clases la llamamos punto de P(C?) cuyas
coordenadas las denotamos por

[x:y:z] € P(C?),

conx,y,zeC.

Una curva algebraica en el plano proyectivo complejo es un conjunto de puntos que sa-
tisfacen la condicion de ser ceros de un polinomio homogéneo en tres variables G(x, y, z) = 0.
Toda curva afin algebraica g(x, y) = 0 se puede completar, mediante la homogeneizacion del
su polinomio asociado

8h (x, ) z) = Zdeg(g)g (E) X) »
zZ z
A continuacién enunciaremos el teorema de Bézout para curvas algebraicas proyectivas.

Teorema 2.4. Sean G y H dos curvas planas proyectivas de grado m y n respectivamente y sin
ninguna componente comun. Entonces

Y. I(RGNH)=nm,
PeGnH

donde I(P,Gn H) es el nuumero de interseccion de P para GN H.

Corolario 2.5. Sean W y W' dos curvas proyectivas ambas de grado 2 (cénicas) y sin ninguna
componente comiin entonces

Y. IBWnW)=4.
PeEWNW'

Corolario 2.6. Sean W y W' dos curvas en el plano afin real ambas de grado 2 (cénicas) tal
que no son coincidentes, a lo sumo se cortan en cuatro puntos.

Observamos que en el plano proyectivo complejo tenemos en cuenta las posibles in-
tersecciones que ocurren en puntos complejos y en el punto del infinito. De manera que
cuando tratamos las curvas en el plano afin real dichas intersecciones no tienen lugar.
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2.2. Puntos conico-construibles

En primer lugar, debemos formalizar qué consideramos como punto conico-construible,
lo que nos permitird una descripcién precisa y rigurosa de la resolucion de algunos proble-
mas mediante el uso de conicas.

Conjunto de puntos cénico-contruibles

Llamaremos C(S) al conjunto de puntos cénico-construibles a partir de un conjunto de
puntos dado S = {Py, P,, ..., P,} con P; € C, a continuacién veremos como se construye. Sea
S1=SymeN, definimos:

Sm+1=SmUPRUPCcrUPcorU Pco,

Pr={PeC:P=LinLyconly,Ly€ R}
Pcip={PeC:P=SnLconSeCIl,LeR},
Pcor={PeC:P=EnLconWe CO,Le R},
Pco={PeC:WnW conW, W' e COUCI}.

Donde:

= Res el conjunto de rectas que pasan por al menos dos puntos de S,.

= CI es el conjunto de circunferencias con centro en puntos de S,, y radio igual a la
longitud de los segmentos cuyos extremos estdn en S,,.

= CO es el conjunto de conicas con focos en puntos de S;;, directrices en Ry excentrici-
dades iguales a la longitud de los segmentos cuyos extremos estdn en S,.

Dadala sucesién de conjuntos Sy, So, ... definimos el conjunto de puntos conico-construibles
a partir de S como:

C(S) =U2_, Sm-

Definicion 2.7. Un punto z € C se dice cénico-construible si z € C({0,Q}), donde O =(0,0) =0
yQ = (1,0) = 1. El conjunto de puntos cénico-construibles lo denotaremos por C.

A continuacién veremos los conceptos de recta y conica conico-construibles, y algunas
propiedades algebraicas que poseen, lo que mds adelante nos permitiré caracterizar el con-
junto C.
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Definicion 2.8. Se dice que una recta L es cénico-construible cuando los son al menos dos
puntos por los que pasa.

Teorema 2.9. Una recta L es conico-construibles si y solo si admite una ecuacion de la forma:
ax+by+c=0,

cona,b,ce CnR.

Prueba. Como L es construible existen dos puntos en la recta que podemos trazar median-
te regla, compds y cénicas, los denotaremos por P,Q € C, por tanto también son cénico-
construibles sus coordenadas P = (p1, p2) y Q = (q1, g2). La ecuacion de la recta que pasa por
dichos puntos se puede expresar como

X—P1 _Y—p2
pi—-q p2—q2

la cual cuando despejamos nos queda de la forma

(p2—g2)x+(q1—p1)y+ (=p1(p2—g2) — p2(p1 —q1)) =0,
de donde podemos extraer los coeficientes conico-construibles a, by ¢ que habiamos enun-
ciado.

Para demostrar el reciproco distinguiremos dos casos:

= Casoenque a =0, en ese caso sabemos que b # 0, pues no pueden ser nulos ambos a la
vez, por tanto podemos construir %C eCnR y en consecuencia también (0, %) (Lema
1.6). Por otro lados sabemos que la recta es paralela al eje x, luego podemos construirla
como paralela a x que pasa por (0, 7).

= Caso en que a # 0, ocurre que _76 y %‘b son conico-construibles y por tanto también

loson (0,=7),(1, = a_b ) € L, lo que implica que L es coénico-construible.

O

Definicién 2.10. Se dice que una conica W es conico-construible cuando los son su foco, su
directriz y su excentricidad.

Teorema 2.11. Toda conica'W cénico-construible admite una ecuacion de la forma:
AX*+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F=0,

con A,B,C,D,E,Fe CnR.
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Prueba. Por definicién de W son cénico-construibles: su foco F = (s, t), su directriz px +
qy+r =0ysuexcentricidad e € R. Por lo visto anteriormente ocurre que s, ¢, p,q,1,e € CNR.

Sabemos que todo punto (x, y) € W cumple que cociente de la distancia al foco entre la
distancia a la directriz es igual a la excentricidad:

_ [1(x,y) — (s, DIl
lpx+qy+r|’

es decir,

V=92 +(y—1?
 px+qy+r]

Si despejamos y elevamos al cuadrado,

lpx+qgy+r|?
- Pzzyqz—ez = (x—s)2+(y— 2.

Deshaciendo cuadrados,

22+ q*y? +2 +7r24+2rpx+2
px+qy pPaxy+r TpX rqyez:(x2+32—23x)+(y2+t2—2ty).

p*+q°
Agrupando términos,
2.2 2.2 2 2,2 2 2
e e 2pge ree 2rpe 2rge
l: 2x2+ Z 5 o ;96/ XY+ ———>+ 219 5 X+ 261 2y:xz+52—25x+y2+1‘2—22‘)/.
p-tq p tq p tq p-tq- p-+q p tq

Finalmente tenemos que:

2.2
(pe —1)x2+

2 2 2,2 2 2
pge )xy+( qe —1)y2+( rpe +23)x

p?+q? p?+q? p?+q? p?+q?
2 2 2.2
+( ;Z:2+2t)y+ ;fqz—tz—szzo.
p p

Dado que cada uno de los pardmetros es conico-construible y las operaciones que reali-
zamos con ellos también lo son, los coeficientes de la tilltima ecuacién lo son, es decir, estan
contenidos en C. Ademds como los pardmetros son reales tenemos que los coeficientes de
la ecuacién también los son. O

Por otro lado podemos pensar el realizar el proceso inverso, es decir, dada la ecuacién de
la cénica construir su foco, directriz y excentricidad. Para ello desarrollaremos un método
inverso al descrito anteriormente, pero con algunos matices.
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PF

PL F

directriz

-1 4

Figura 2.3: Pardbola con e = 1 y su ecuacién asociada y = x> + }1.

Teorema 2.12. Toda conica'W descrita mediante una ecuacion de la forma:
AXx* +Bxy+Cy*+Dx+Ey+F=0,
con A,B,C,D,E, F e CnR, es cénico-construible.

Prueba. En primer lugar veamos como podemos construir su excentricidad, en [2] se expone
el siguiente método. Sea una conica E, no degenerada, dada por la ecuacién del enunciado
tenemos que en caso de que B2 —4AC = 0 es una parabola, y por tanto su excentricidad es
igual a 1. Si no fuese una pardbola tenemos que la excentricidad se calcula mediante

2\/(A- C)2+ B2
nA+C) +vV(A-C2+B2

donden=-1siv>0yn=1siv<0,siendo

e =

o N mN D

N[ O N

STRGLCY-vRN

Por tanto, sabemos construir su excentricidad.

A continuacién, mostraremos como construir su directriz y su foco. El Teorema 2.11 nos
dice que los coeficientes de la ecuacién asociada a una coénica en funcion del foco (s, 1), su
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directriz px+ qy + r = 0 y la excentricidad e son de la siguiente forma

22 2 2 2.2 2 2
(pe —1)x2+ pqe )xy+( qe —1)y2+( rpe +25)x

p?+q? p?+q? p?+q? p?+q?
2 2 2.2
+( ;Z:2+2t)y+ ;fqz—tz—szzo.
p p

Para facilitar los célculos, podemos suponer que p? + g°> = 1 de esta forma estariamos di-
ciendo que el vector perpendicular a la directriz sea unitario. Como tan solo nos interesa su
direccion, esta condicién no conlleva una perdida de generalidad, de forma que tenemos la
siguiente ecuacion

2.2 2 2 2.2 2
(p°e® 1) 2"+ (2pqe) xy + (q°¢* - 1) y
+(2rpe® +2s)x+ (2rqe® +2t) y + r*e* — t* - s* = 0.
Puede ocurrir que la ecuacion de la que dispongamos para definir nuestra conica sea un

multiplo real de la anterior, a continuacién describimos el procedimiento para calcular el
numero real A € R por el cudl estaria multiplicada:

A+C=A((pPe?-1)+(q?* - 1)),

A+C=A(p*e®—1+g°¢*-1),
A+C=A((p*+qHe* —2) = A(e*-2),

_A+C

1=2"=
)

Luego si A no es nulo dividimos la ecuacién por dicho escalar y por tanto podemos calcu-
lar los distintos pardmetros correspondientes a los elementos igualando con los coeficientes
definidos en nuestra ecuacion y resolviendo el sistema

pze2 —-1=A,
q262 -1=C,
2pqe2:B,
2rpe* +2s=D,
2rqe’ +2t=E,

r?e’—t*—s*=F

en primer lugar calculamos los valores de p y g pues las dos primeras ecuaciones nos de-
terminan sus valores absolutos y la tercera su signo (como solucién obtenemos dos vectores



2.2. PUNTOS CONICO-CONSTRUIBLES 23

opuestos que determinan una Unica direccion). Para calcular el resto de pardmetros resolve-
mos

2rpez+23: D,

2rqe2 +2t=E,
P2 2_P=F
despejando la sy la t en las primeras ecuaciones y sustituyéndolas en la tercera calculamos r
como solucion de un polinomio de grado 2. En segundo lugar calculamos sy ¢ sustituyendo
r en las dos primeras (en algunos casos tendremos dos soluciones para r, se corresponden
con aquellas cénicas que poseen dos focos y dos directrices, y en consecuencia también dos
valores para s y dos para t).

Si observamos la definicién de A en caso de que A + C = 0 no podemos aplicar el proce-
dimiento anterior, teniendo en cuenta como se calcula la excentricidad (Ecuacion 2.2)

A+C=0siysolosie= V2,

Este caso particular se trata de una hipérbola equilétera. Para calcular su foco y directriz en
primer lugar debemos transportarla tal que su centro se sittie en el origen de coordenadas,
después debemos calcular el dngulo de rotacion de sus ejes respecto a los de coordenadas
para poder rotarla de forma que estos sean coincidentes. Finalmente resolveremos el caso
caso centrado yrotado y aplicaremos los movimientos opuestos que nos dardn los elementos
de la hipérbola original.

El centro de la hipérbola, ver [8] se obtiene resolviendo el sistema (interseccién de dos
rectas)

Ax+By=D,
Bx+Cy=E.

Mientras que el dngulo de rotacion, ver [1], se calcula usando

tan(20) = ——.
A-C

Para construir los focos y las directrices de una hipérbola equilatera centrada cuyos ejes
sean los de coordenadas, tenemos que tener en cuenta que existen dos caso posibles; que las
ramas de la hipérbola se encuentren en los cuadrantes impares (Figura 2.4) y que se encuen-

tren en los pares, este ultimo se puede reducir al anterior de nuevo por rotacién. En el primer

caso tenemos que p = @, q= % Para encontrar el escalar A € R por el que estd multiplicada

la ecuacién tenemos que B = 2pge?A = 21 luego A = B/2, de manera que podemos resolver
el sistema como ya hemos visto anteriormente. O
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X
RIAN

Figura 2.4: Hipérbola centrada.

Uso de conicas para el calculo de raices ctbicas

Una de las aplicaciones més antiguas que tienen las conicas es la construccion de raices
cubicas (ver [11]). Tengamos en cuenta que dado un niumero z € C posee un modulo r = |z|
y un argumento @, por lo tanto para calcular sus tres raices ctiibicas basta con ser capaz de
construir la distancia s tal que s = r y el dngulo /3.

Proposicion 2.13 (Raiz ctibica de una distancia). Dada una distancia r podemos hallar una
distancia s tal que s* = r mediante el uso de pardbolas.

Prueba. Sean Wy W' las pardbolas con foco (0,1/4) y directriz y = —1/4, y con foco (r/4,0)
y directriz x = —r/4, respectivamente. Cuyas ecuaciones son las siguientes:

W=y=x?%
W’Ex:y—2
-

Veamos cuales son las coordenadas de los puntos de interseccién (Figura 2.5), en primer
lugar sustituimos la primera ecuacién en la segunda

2 4
X
=L =2
r r
Despejamos
4
X
(x——)=0.
r
Finalmente sacamos factor comun 3
X
x(1-—)=0,
r

de donde podemos deducir que Wn'W' = {(0,0), (/7, #/7°)}, asi vemos que la primera coor-
denada del segundo punto de interseccion (A en 2.5) toma el valor s que buscdbamos. O
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Figura 2.5: Construccion de s.

Proposicién 2.14 (Trisecciéon de un dngulo). Sea 0 un dngulo conocido, entonces podemos
construir 013 mediante el uso de una circunferencia y una hipérbola.

Prueba. Supongamos un dngulo 8 dado por tres puntos A, Oy B. Trazamos la circunferencia
de centro O que pasa por A. Por otro lado construimos la hipérbola H con directriz la recta
que contiene OB, foco Ay excentricidad 2. La hipérbola J{ interseca en un punto E, interior
al angulo, a la circunferencia.

Si trazamos la perpendicular a OB que pasa por E obtenemos el punto P de interseccién
entre ambas rectas. Ademads, podemos construir el punto medio del segmento E A al que lla-
maremos Q. Dada la excentricidad de J{, e = 2 tenemos que la longitud de PE, EQy QAesla
misma. A continuacién demostraremos que los tridngulos OPE, OEQ y BQA son congruen-
tes. Los dos tridngulos inferiores (OEQy OQA) tienen las tres longitudes de sus lados iguales
y por tanto son congruentes, ademads son tridngulos rectdngulos ya que sus dngulos en el
vértice Q son iguales y suman entre los dos 180°. Por otro lado, el tridngulo OPE también es
rectangulo, ya que PE es perpendicular a OP, teniendo en cuenta que comparte hipotenu-
sa con OEQ y ambos poseen un cateto de igual longitud (PE y EQ), podemos concluir que


https://pedritomelenas.github.io/construcciones-conicas/Geogebra/raiz-cubica.html
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Figura 2.6: Triseccién de 6 = BOA.

OPE es congruente con los otros dos. Por tanto los &ngulos con vértice O son todos iguales
yQOA=BOA/3=0]/3. O

2.3. Caracterizacion algebraica

A lo largo de este apartado estudiaremos las propiedades algebraicas del conjunto de
puntos conico-construibles, lo que nos dard una perspectiva de pérque es un conjunto in-
teresante y que lo diferencia del conjunto de los puntos construibles con regla y compas.

El siguiente es un resultado previo que nos permitird mas adelante estudiar como se


https://pedritomelenas.github.io/construcciones-conicas/Geogebra/triseccion-angulo.html

2.3. CARACTERIZACION ALGEBRAICA 27

comporta el conjunto de puntos cénico-construibles bajo la operacion raiz cubica.

Lema 2.15. Toda ecuacién con coeficientes en C N R cuyo grado sea menor o igual a cuatro se
puede resolver mediante operaciones conico-construibles.

A continuacién veremos como encontrar las soluciones de dichas ecuaciones. En el caso
de la ecuacion de primer grado ax + b = 0 basta con con calcular el opuesto de by el inverso
de a para luego multiplicarlos de manera que,

x1=-bla.

Sila ecuacién es de segundo grado ax? + bx + ¢ = 0 debemos utilizar su férmula general,

= —-b+Vb?%-4ac

1— 26{ i)

—-b—-Vb?%-4ac

X9 = .
2a

Por otro lado, en [6, Capitulo 1] se desarrolla el siguiente método para calcular las soluciones
de una ecuacién de tercer grado. En primer lugar, vamos a suponer el coeficiente cubico
iguala 1, es decir, x3+bx%+cx+d =0 (no perdemos generalidad porque al dividir la ecuacién
por su coeficiente del término cubico no alteramos sus soluciones), por tanto las soluciones
vienen dadas de la siguiente forma,

X1=——+21+ 2y,
3
b
2
Xp=—3 + (321 + (522,

b .
X3=-—3 +{521 + (32,

3 1 / 4p3
= —(— 2 _
Z1 2( q+\/q-+ 7 ),

con,

p
2o =——,
2 321
—1+/3i
(3 = T’

donde z; denota una de las raiz ctbicas fija (podemos asumir que es la calculada mediante
la triseccion del argumento y la raiz ctibica del médulo, pero cualquiera de ellas es ttil para
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nuestro procedimiento). El célculo de p y g se realiza a a partir de los coeficientes de la
ecuacion:

b2
= ——+4 ,
p 3 c
2b®  bc
= _4d
9 27 3

Finalmente en el caso de las cuarticas ax* + bx3 + cx? + dx + e = 0, existe el conocido
como método de Ferrari para calcular sus soluciones, ver [10]. A continuacién mostraremos

las operaciones a realizar para hallarlas y veremos que todas ellas son conico-construibles.
En primer lugar calculamos los siguientes elementos:

30 ¢
a=——-s+—,

8a’ a

b b d
p=— 2.2

843 2a2 a
3p? ch* bd e

- + - +
256a* 16a3 4a®? a

’y:

En caso de que 8 = 0 las soluciones vienen dadas por la siguiente igualdad,

b N —a /a4y
5 :

En otro caso debemos calcular,

p= a
TP
0 a® ay p?
108 3 8’
2 3
P
Re24\[€ 2
2 4 27
U=vVR

y ademas,
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Finalmente las soluciones se calculan como sigue:

b £ W /-Ba+2yt, D)
x=——+ :
4a 2

donde el subindice s denota que ambos +; deben coincidir en signo, mientras que *; es
independiente.

Lema 2.16. El conjunto de los niimeros cénico-construibles C, es el menor subcuerpo de C
cerrado para la conjugacion, las raices cuadradas y las raices ctibicas.

Prueba. Sabemos que dado un punto z € C, mediante el uso exclusivo de regla y compas
somos capaces de construir tanto su conjugado z como su raiz cuadrada y/z. Ademads he-
mos visto que con el uso de la cénicas podemos calcular /z. Por lo tanto, tenemos que C es
cerrado para las tres operaciones. A continuacion, veremos que es el menor con estas carac-
teristicas.

Supongamos un subcuerpo C’ c C cerrado bajo las tres operaciones. Probaremos que
cualquier punto construido mediante el uso de regla, compds y conicas definidos a partir de
puntos en C' y distancias entre los mismos estd en C’, lo que implica que C < C'.

En el caso de C’ se sigue cumpliendo que dado a+bi = z € C’' tenemos que a, b € C', es de-
cir, los puntos correspondientes a las coordenadas de uno dado en C’, también pertenecen
a C'. Basta ver que el subcuerpo es cerrado bajo conjugacion y que a = %(z +2)yb= %(z -2Z).
Ademas su reciproco es cierto ya que i € C' por ser cerrado bajo raices cuadradas.

De la misma manera que en el Teorema 2.11, podemos demostrar que cualquier conica
W obtenida a partir de puntos en C’ y distancias entre los mismos, se puede definir como la
solucién de una ecuacion de este tipo:

AX* +Bxy+Cy*+Dx+Ey+F=0,

con A,B,C,D,E,Fe C'nR, yaque C' es cerrado para raices cuadradas.

Si ahora tomamos otra conica W’ con ecuacién:
A'x*+B'xy+C'y*+D'x+E'y+F =0,

tal que A',B’,C',D',E',F' e C'nR.

Tenemos que Wn "W’ alo sumo contiene cuatro puntos, de lo contrario serian la misma
conica. A continuacion, demostraremos que dichos puntos estdn contenidos en C’. Para cal-
cular las coordenadas de los puntos debemos resolver simultdneamente ambas ecuaciones.
En el proceso observaremos que la resolucion consiste en encontrar raices de polinomios
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cuyo grado es menor o igual a cuatro, lo que implicaria que las raices son calculadas usando
raices cuadradas y ctbicas sobre elementos de C'.

Veamos ahora los distintos casos que existen para resolver las ecuaciones a la vez, en
funcién de los coeficientes By B'.

= Supongamos B = B’ =0, tenemos el siguiente sistema:

Ax*+Cy*+Dx+Ey+F=0
Ax?+C'y>+D'x+E'y+F =0

Restando a la segunda ecuacién la primera multiplicada por % obtenemos:

Ax*+Cy*+Dx+Ey+F=0
A'x> +D"x+E"'y+F'=0

Podemos despejar y de la siguiente forma:

A/I ) DII FII

AR TR

por lo que al sustituir y en la primera expresion obtenemos un polinomio P(x) cuyo
grado es menor o igual que cuatro. De manera que calculamos mediante P(x) las pri-
meras coordenadas de los puntos de interseccién, estas soluciones se calculan usando
raices cuadradas y cibicas. Bastard sustituir éstas en el cualquiera de las conicas para
calcular sus segundas coordenadas, resolviendo polinomios de a lo sumo grado dos.

= Tratemos el caso en que B # 0 B’ = 0. En este caso W' no tiene término xy, lo que signi-
fica que sus ejes estdn alineados con los cartesianos. Mediante el uso de regla y compdas
podemos trasladar ambas conicas de manera que el origen de coordenadas (0, 0) sea el
centro de W', de igual forma la accién inversa es posible. Por lo tanto a partir de ahora
suponemos Wy W' ya trasladadas, lo cual nos facilitara la demostracién. Dividimos el
caso en tres supuestos, dependiendo de el tipo de conica que sea W'.

Supongamos que W’ es una parabola, en ese caso tenemos que el sistema ha de ser de
una de las siguientes formas:

Ax*+Bxy+Cy?*+Dx+Ey+F=0
Ax*+Ey+F =0 ’

Ax*+Bxy+Cy?>+Dx+Ey+F=0
C'y’+D'x+F =0 '
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En el primer caso despejamos la variable y en la segunda ecuacion y la sustituimos en
la que corresponde a W, de esta manera obtenemos una ecuacién P(x) = 0 que a lo
sumo es de grado cuatro. En el segundo caso, andlogamente llegamos a una ecuacion
Q(y) =0 que alo sumo es de grado cuatro. En consecuencia Wn'W' < C'.

En caso de que W' sea una elipse (incluyendo el caso particular de la circunferencia),
observamos el siguiente sistema:

Ax*+Bxy+Cy?>+Dx+Ey+F=0
Ax*+C'y*+F =0 ‘

2__C .2 F

Despejando en la segunda ecuacion tenemos que: x“ = —% y“ — 7, 1o que podemos es-

2
cribir como: x% = a?(1— %) (con a, f € RNC’). De manera que al sustituir en la primera
ecuacion se da la siguientes igualdad:

2
mfﬂ—%?+cf+Ey+F:—ﬂBy+DL

de donde se deduce que:

2 2
(Aa%l—%§+wnﬂ+Ey+F):—x%By+Dﬁ,

2 2 2
(Aaz(l— #) +Cy2+Ey+F) +a?(l- %)(By+D)2 - 0.

De nuevo tenemos que resolver una ecuacion de grado menor o igual que cuatro.

Cuando W’ es una hipérbola se acttia de forma similar al caso en que W' es una elipse.

= Finalmente cuando B # 0 B’ # 0, basta con multiplicar la segunda ecuacion por % para
posteriormente sustraerla la primera ecuacion de forma que anulamos su término xy
y entonces procedemos como en el caso anterior.

O

En cuanto a la demostraciéon anterior, una forma alternativa de realizarla hubiese sido
mediante el uso de resultantes. Sean dos polinomios f, g € K[x] (K cuerpo), su resultante
Resyx(f, g) se define como el determinante de su matriz de Sylvester asociada [14]. Se da la
propiedad de que la resultante de f y g es cero si y solo si poseen raices comunes en un
cuerpo algebraicamente cerrado que contenga a sus coeficientes.

La buiisqueda de las posibles intersecciones entre dos cénicas, desde el punto de vista al-
gebraico consiste en resolver en R? un sistema de dos ecuaciones polinomiales de grado dos
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en dos variables p(x,y) =0y g(x, y) = 0, como ya hemos visto. Por tanto si fijamos la variable
y para un determinado y € R y calculamos la resultante Rex(p(x, yo), g(x, o)) obtenemos
un polinomio de grado menor o igual a cuatro en funcién de yy, que podemos resolver como
hemos mostrado antes. Finalmente por cada uno de las raices a € K de la resultante pode-
mos sustituirla en el sistema y resolver el que nos surge: p(x,a) =0y q(x, @) = 0y encontrar
las posibles soluciones comunes para la x. De nuevo observamos que no necesitamos resol-
ver polinomios de grado mayor que cuatro.

Haciendo uso del anterior resultado demostraremos como podemos determinar si un
punto z € C pertenece al conjunto de conico-construibles C o no a través de sus propiedades
algebraicas.

Teorema2.17. Sea z € C. Entonces z es conico-construible si y solo si estd contenidoen Q(ay, ..., @)
un subcuerpo de C, de manera que a? e ya;’ €eQ(ay,...,ai—1)con2<i<lynei{2,3}. Aestos
cuerpos los llamamos (2,3)-cadenas sobre Q.

Prueba. Consideremos el conjunto C’ de todos los puntos complejos contenidos en una
(2,3)-cadena sobre Q. Podemos afirmar que C’ estd contenido en el conjunto C de puntos
conico-construibles ya que este es cerrado bajo raices cuadradas y cubicas.

Para demostrar que C < C', tenemos que C es cerrado para raices cuadradas y ctibicas,
como Q(ay, ..., ;) = Q(ay,...,@;) también lo es bajo la conjugacion, por lo que queda demos-
trada la segunda inclusion. O

Para probar el resultado final, antes debemos recordar el siguiente teorema, cuya demos-
tracion se puede ver en [4].

Teorema 2.18 (Burnside). Sean p y q dos primos distintos, todo grupo de orden p" q", con m
y n enteros tales que n,m = 0, es resoluble.

Teorema 2.19. Un punto z € C pertenece a C si y solo si es algebraico sobre Q y la clausura
normal K/Q de Q(z)/Q tiene dimension 2"'3™ sobre Q, siendo n,m € N

Prueba. Supongamos z € C tal que es conico-constructible, el resultado anterior implica que
estd contenido en una (2,3)-cadena Q(a;, ..., @;). Podemos asumir que esta cadena es exten-
sion de Galois sobre Q. Por tanto la clausura normal K/Q de Q(z)/Q, que es un subcuerpo de
Q(ay,..., a;), cumple:

[K:Q]=2"3" n,meN.

Por otro lado supongamos que la clausura normal K/Q de Q(z)/Q tiene dimensién 2”3
sobre Q, siendo n, m € N. El grupo de Galois G = Gal(K/Q) tiene orden 2"3™,

Por el teorema de Burnside G es resoluble, en consecuencia existe una cadea finita de
subgrupos tal que G = G1>---> Gy = {1} tal que G;/G; 4 tiene orden 2 6 3. Entonces el teorema
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fundamental de la teoria de Galois nos garantiza que existe una cadena de de subcuerpos de
K, tal que:
@:Flc"'CFl:K,

cumpliendo que [F; : Fi;+1] =26 [F; : Fj4+1]1 = 3. Podemos escribir Fj;, = Fj(a;). Sila extension
es de grado dos la podemos construir afiadiendo /a;, en caso que sea de grado 3 y no se
pueda obtener mediante una raiz cibica, tenemos que F; c Fj;; se puede sustituir por F;
L’i c L’i’ c L’i’ ''cona; € L’i’ !, siendo esta una (2,3)-cadena. Por lo que z estd contenido en una
(2,3)-cadena sobre QQ y por tanto es construible. O

Construccion de poligonos regulares

A continuacién, veremos de forma algebraica como el uso de cénicas amplia la cantidad
de poligonos regulares que podemos construir, lo cual es uno de los motivos por el que es
interesante estudiar las construcciones mediante conicas.

Teorema 2.20. Un n-poligono regular es cénico-construible si y solo si la descomposicion de
n en primos es:

n:233t.p1...pm’
para unos enteros s, t, m = 0, ademds los p; son todos distintos y tal que los factores primos de
pi—lson203.

Prueba. Un n-poligono regular sera cénico-construible siy solo si{, = e2*/" lo es. Conside-
remos la extension ciclotémica de la n-raiz Q({,,), sabemos que es de Galois [6, Capitulo 9] y
su grado sobre Q es ¢(n). Sin=2°3"-p;---py, con s, t = 1 ocurre que:

Q) :Ql=¢(m) =231 pO ' (p1 = 1) por (P — 1),

por tanto {, es conico-construible si y solo si [Q({;) : Q] =2"3™ es decirsiysolosie; =1y
pi — 1 solo es divisible por los primos 2 y 3. En caso de que s =0 6 ¢ = 0 se demuestra de una
forma similar. O

2.4. Comparacion con los niimeros Origami

Alolargo de este apartado vamos a comparar el conjunto de los puntos cénico-construibles,
con el de aquellos puntos que se pueden construir mediante papiroflexia. De nuevo es una
ampliacién de aquellos construibles con regla y compés.

El conjunto de puntos origami-construible también se puede estudiar desde los puntos
de vista geométrico y algebraico [9]. Para formalizar este conjunto se establecen los conoci-
dos como axiomas de Huzita.
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O1 - Dados dos puntos Ay B, podemos construir un pliegue que los una.

02 - Dados dos puntos Ay B, podemos construir un pliegue que superponga el punto
A sobre el B.

O3 - Dadas dos rectas L; y Lp, podemos construir un pliegue que superponga una so-
bre la otra.

04 - Dados el punto Ay la recta L, podemos crear un pliegue que pase por Ay sea
perpendicular a L.

O5 - Dados los puntos Ay By larecta L, no perteneciendo B a L, podemos construir
un pliegue pasando por Ay tal que superponga B sobre un punto de L.

06 - Dados dos puntos Ay By dos rectas L; y Ly, podemos crear un pliegue que su-
perponga el punto A sobre uno de L;, a la vez que hace lo mismo para By L.

Definicion 2.21. Un punto z € C se dice origami-construible si existe una secuencia finita de
pasos usando: Oy, 02,03, 04,05, Og, tal que a partir de 0 y 1 construimos z. El conjunto de
puntos origami-construibles lo denotaremos por O.

A L2
* —— \
B /
.. “ (
A V-
- \\ |
- *. /
0, 3 L1
0
04
v L
: \ \Lz\
v L1
. B hl Ty R
i A N I —— ". |
\ a---"""T  eeeea=-- el it
L A e /
‘. Be * g
04 05 Og

Figura 2.7: Axiomas de Huzita [9].

Entre las construcciones que nos permite la papiroflexia se encuentra también la trisec-

cion del dngulo (Figura 2.8). En el trabajo hemos visto que la triseccién del dngulo es una
construccion que se puede realizar mediante cénicas, ademads de ésta; toda construcciéon
conico-construible se puede realizar mediante la papiroflexia y viceversa. En [6, Capitulo 10]
podemos encontrar el siguiente resultado,
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Teorema 2.22. Sea z € C. El punto z es origami-construible, z € O, si y solo si es conico-
construible, z € C.

Ademass, el libro relaciona las construcciones mediante papiroflexia, con construcciones
con regla graduada, teniendo también en cuenta sus caracterizaciones algebraicas.

i 01 l

f #/3
P, \ |

P

Figura 2.8: Triseccion de 0 mediante papiroflexia [6].



Capitulo 3

Ecuaciones polinomiales y geometria

Alo largo de este capitulo desarrollaremos diversas construcciones geométricas hacien-
do uso de regla, compds y conicas. Pretendemos asi ilustrar la teoria desarrollada en los an-
teriores capitulos y la puesta en préctica de algunos resultados. Varias de las construcciones
que realizaremos se pueden encontrar en [3].

3.1. Lasecuaciones de segundo grado y el circulo de Carlyle

El circulo de Carlyle aporta un método para el célculo de soluciones reales en ecuaciones
de grado 2 de forma geométrica. Sea x> — sx+ p = 0 con s, p € C N R queremos conocer los
valores de x que satisfacen la igualdad, en caso de que sean reales. Para ello elaboramos la
siguiente construccion: tomamos los puntos P = (0,1) y Q = (s, p), a partir de ellos construi-
mos el punto medio entre ambos M y trazamos la circunferencia de centro M que pasa por
P, ver Figura 3.1.

Ahora veremos porque los puntos de interseccion de la circunferencia de Carlyle y el eje
x se corresponden con las soluciones reales de la ecuacién. En primer lugar vamos a calcular
la ecuacién asociada a la circunferencia

1Cx, y) = M| = [|M = Pl

I1(x,y) = M||* = ||IM - P||?,

36



3.1. LAS ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO Y EL CIRCULO DE CARLYLE
$)\2 p+1)? (85 [(p+1 2
(x-3) +(y‘T) =(5) *(T‘l) '

5 ()2 5, [p+1 2 (8 [pt1 2
x +(§) —sx+y +(T) —(p+1)y—(§) +H =] +1-m),

xz—sx+y2—(p+1)y:+1—(p+1),

x2+y2—sx—(p+1)y+p:0.

-1 4

Figura 3.1: Ejemplo del circulo de Carlyle.
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Una vez obtenida, calculamos de forma algebraica su interseccion con el eje x, para ello

sustituimos y = 0 y obtenemos

xz—sx+p:0,

es decir, la ecuacion que pretendiamos resolver.

Teniendo en cuenta que en una ecuacion de segundo grado podemos determinar si sus
soluciones, x; y x2, son reales o complejas en funcién del valor que toma su discriminante,

en el caso de la ecuacién x? — sx + p = 0 tenemos que A = s> —4p y por tanto:
= sis?—4p>0x;,x €Rcon x; # X,
» sis?—4p=0x;,x €Rcon x; = x, (multiplicidad 2),

. sisz—4p<0x1,x2€<ﬁconx1:x_2.
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Figura 3.2: Casos en el Circulo de Carlyle.

Si observamos en la Figura 3.2, en el caso en que s>—4p = 0 vemos que los puntos de la forma
(s, %sz) componen la pardbola ixz —y = 0. De forma que cuando M se encuentra en dicha
pardbola la ecuacion tiene una tnica solucion doble, mientras que si M se encuentra en la
region superior delimitada por la pardbola las soluciones son conjugadas y finalmente si M
se encuentra en la region inferior observamos que existen dos soluciones reales distintas.
Esta misma observacion se puede elaborar en términos del punto Q yla pardbola }sz -y=0

Ademads tenemos que las soluciones x; y x, cumplen las siguientes propiedades:

X1X2=p X1+Xx=5,

éstas se deducen de la factorizacién (x — x1)(x — x2) = 0.


https://pedritomelenas.github.io/construcciones-conicas/Geogebra/carlyle.html
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3.2. Soluciones de ecuaciones cubicas mediante conicas

Seax3+ax’+bx+c=0cona,bceCNR podemos encontrar sus soluciones reales me-
diante el uso de conicas. A continuacion, presentaremos diferentes métodos a través del uso
de circunferencias, hipérbolas y parabolas.

» Tomemos la hipérbola H{ = xy = 1, sus puntos cumplen y = x™!, haciendo uso de la
misma construimos la siguiente parédbola:

yz(x3+ax2+bx+c):0, 12 +ax’+bx+c) =0,

W= x+a+by+cy*=0.

Por tanto si tomamos los puntos de interseccién de ambas cénicas, tenemos que sus

Figura 3.3: Interseccién de JH{ y W.

abscisas con las raices reales del polinomio original.

= Si trazamos la pardbola W = y = x? y construimos la siguiente hipérbola mediante
nuestra ecuacién ctibica y sustituyendo x? por y:

H=xy+ay+bx+c=0,

tenemos que las abscisas de sus intersecciones en el plano real son soluciones de nues-
tra cubica.


https://pedritomelenas.github.io/construcciones-conicas/Geogebra/ec-cubicas-1.html
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3 H 8 i y
2? L 22° 4 22+ -8

Figura 3.4: Interseccion de H y W.

» Omar Khayyam planteé la resolucién de la ecuacion ctibica x> +cx—d =0con ¢, d >0
mediante el uso de una circunferencia y una pardbola. Tomemos la ecuacién de la

circunferencia de centro (%, 0) y radio % y por otro lado la pardbola y = \);—ZE,

5 ( d)Z d2
y+x—— = —

2c 4c2’
x2 _0
ve 7T

Si tomamos ambas conicas veremos que tienen dos puntos de interseccion, uno en

08 1
1
1
1
%4

0.5

Figura 3.5: Raiz real positivade x> + cx—d =0

el origen O = (0,0) y otro en el primer cuadrante cuya abscisa es la solucion real de la


https://pedritomelenas.github.io/construcciones-conicas/Geogebra/ec-cubicas-2.html

3.3. ARQUIMEDES Y EL CORTE PROPORCIONAL DE LA ESFERA

cubica que buscabamos pues

(x2)2+ d)Z dZ
—_— X—— =—F,
Ve 2¢ 4c?
x* 9 d> d d?
—+ Xt ——-—x=—,
c 4c¢2 ¢ 4c?
x* 5, d
—+x"——x=0,
c c
[Feed)
xX|—+x——]=0,
c c

B+cx—d=0.

3.3. Arquimedesy el corte proporcional de la esfera

41

Arquimedes también hizo uso de las conicas como herramienta auxiliar en la resolucion
de problemas geométricos y resolucion de ctbicas [5]. En su libro sobre la esfera y el cilindro

resuelve el siguiente problema,

Sea una esfera ; Como podemos cortarla con un plano de forma que los voliimenes de los
segmentos esféricos resultantes respeten la proporcion dada 7 ?

s a a
En primer lugar podemos suponer que 0 < < 1, puesto que los casos en que ; = 1 se ob-
tienen invirtiendo los anteriores, es decir dividiendo el volumen del segmento mayor entre
el volumen del segmento menor (son casos simétricos). Ademas, se observa que el segmen-
to menor es un casquete esférico, por tanto para resolverlo debemos conocer la formula que

nos permite calcular su volumen [15] (Figura 3.6).
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Por otro lado, el volumen del segmento mayor viene dado por la diferencia del volumen de
la esfera y el del casquete,

4m 5 wh?

Por tanto el problema se reduce a determinar 0 < & < r de forma que
v, HE@r-h)

Ve=Ve 4xp3_mll3r_py’

Ve
Vin

SN

a__ W@r-n
b 4r3-h2@3r-h)’
Operando la podemos reducir a la expresion

4r>  (3r—h)(a+Db)

Sl 3.1

h? ar G-
Si definimos los siguientes parametros

ar
c=3r, =2r, d= ,
P a+b
tenemos que la Ecuacion 3.1 es equivalente a
h?(c—h) = dp®. (3.2)

Cuyas raices podemos encontrar mediante la interseccion de la pardbola ch? = p?y y la hi-
pérbola (c—h)y = cd.

-1

Figura 3.7: Corte delaesferaconr=1,a=1yb=1.


https://pedritomelenas.github.io/construcciones-conicas/Geogebra/arquimedes.html
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3.4. Construccion de poligonos regulares

Alo largo del trabajo hemos descrito algunos resultados sobre la construccién de poligo-
nos regulares con regla y compds y posteriormente afiadiendo el uso de cénicas que amplia
nuestras posibilidades de construccion. Para facilitar las construcciones que realizaremos
en este apartado vamos a definir un poligono regular R, como sigue.

Definicion 3.1. Llamamos R, al poligono regular con n lados, cuyos vértices son:
2 2
(cos(k<F),sen(k=F)),

conk=0,1,...,n—1. Observamos que estd inscrito en la circunferencia unidad.

Figura 3.8: R3.

Los nimeros complejos que se corresponden con los vértices de R, son también las solu-
ciones dela ecuacion x"” —1 = 0. En caso de que n sea primo e impar, los factores irreducibles
del polinomio sobre @ son x -1y x"" 1+ x" 2 +---+ x+1.

Teniendo en cuenta lo anterior vamos a elaborar un método para la construccién de al-
gunos poligonos regulares, con nimero de lados primo impar. Observamos que el polinomio

n-2

fu@)=x"1+x"2 4 rx+1

tiene por raices (n—1)/2 parejas de conjugados. Ahora definimos el polinomio ménico g, (x)
CuyO0Ss Ceros son 2cos(k27”)1 conk=1,..,(n—1)/2, éste es de grado (n—1)/2 y sus coeficientes
son enteros, ver [13]. El polinomio g; cumple que

n-1 1
X 2lgn (x+ ;) = fn(x),

INotesé que estos valores son las partes reales de esas raices conjugadas multiplicadas por 2
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aque X7 gnlx+ Ly esun polinomio ménico que tiene grado n—1 g2kmiln
Yy n P y

son sus raices, puesto que

para0<k<n

eka/n

. 27
+ = 2Re(e2kmi/ny — 2cos(k7).

ezkni/n

Esta propiedad nos permitiré calcular g, igualando coeficientes.

La razon por la que hemos definido g, es que nos resultard mas sencillo la construccion
de sus ceros que en el caso de f,,. Una vez los tengamos construidos, podemos trazar las
rectas perpendiculares al eje x que pasan por dichos puntos. Las intersecciones de dichas
rectas con la circunferencia de centro O y radio dos serdn los vértices del poligono regular
inscrito. Para obtener R,, basta realizar una homotecia de centro O = (0,0) y razén 1/2.

Para ilustrar lo anterior procederemos a desarrollar algunos ejemplos de construcciones
de poligonos:

= Construccién de Rs (Figura 3.9). En este caso tenemos que gs = x> + x — 1, polinomio
de grado dos del que podemos encontrar las soluciones reales mediante el circulo de
Carlyle. Podemos observar que las raices de g5 son el opuesto a ¢ y a su conjugado,
numeros muy presentes en el pentdgono regular.

» Construccién de R; (Figura 3.10). Tenemos que g7 = x> + x> —2x — 1 cuyos ceros po-
demos construir utilizando cénicas como hemos visto anteriormente. En la figura cal-
culamos las raices de g7 intersecando y = x? con xy + y —2x — 1 = 0. Trazando rectas
verticales por dichas raices encontramos los vértices del heptdgono regular inscrito en
la circunferencia de radio 2.

Ademads del anterior método existe gran variedad de procedimientos para la construc-
cién de poligonos regulares, en la Figura 3.11 se muestra como se puede utilizar la triseccion
del angulo mediante una hipérbola para trazar {9 y en consecuencia Rg (poligono de impo-
sible construcciéon mediante el uso exclusivo de regla y compas).

= Construccion de Ry (Figura 3.11). En primer lugar debemos trazar {3 cuyo proceso
conocemos (descrito en la Figura 1.13). A continuacion utilizamos la hipérbola de foco
1, excentricidad 2 y directriz la recta que pasa por Oy {3 para trisecar el angulo de 120°
(argumento de {3), de manera que podemos construir {9 como se observa en la figura
y finalmente transportarla a lo largo de la circunferencia para construir el poligono.
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|
|
|
|
|
|

-3 4 -3

Figura 3.9: Construccion de Rs, usando el circulo de Carlyle.


https://pedritomelenas.github.io/construcciones-conicas/Geogebra/pentagono.html
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Figura 3.10: Construccién de R;.


https://pedritomelenas.github.io/construcciones-conicas/Geogebra/heptagono.html
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Figura 3.11: Construccién de Ry.
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https://pedritomelenas.github.io/construcciones-conicas/Geogebra/noneagono.html
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